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U osiguranju lica ih Cine:

» Tablice smrtnosti
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* Troskovi sprovodenja osiguranja



Tablice smrtnosti

KonstruiSu se na dva nacina:
 Direktnom I/ili
 |Indirektnom metodom

Tablice sastavljene po direktnoj metodi predstavljaju red
izumiranja jedne stvarne generacije. Ova je metoda
dopuna indirektnoj, po kojoj se statistiCkom procedurom,
uzima uzorak iz grupa lica razne starosti, pa se za
raspodjelu na populaciji proglasava raspodjela na
uzorku. Tablice sastaviljene po noj predstavljaju red
izumiranja jedne fiktivne grupe lica.



Odredivanje vjerovatnoce smrti

Svaki Clan grupe iz uzorka, po indirektnoj metodi, prati
se u toku godine. Jedinica vremena moze biti godina
starosti (vrijeme od jednog do drugog rodendana),
godina osiguranja (vrijeme od dana stupanja u odnos
osiguranja do istog dana naredne godine) ili kalendarska
godina.

Opste tablice smrtnosti osiguranih lica formirane su na
osnovu vjerovatnoce smrti cjelokupnog stanovnistva, a
tablice smrtnosti osiguranih lica, kao materijal iz koga Ce
se odrediti trazena vjerovatnoca, uzimaju samo
osigurana lica.



Vjerovatnoca smrti je kolicnik broja
realizovanih smrtnih sluCajeva dx grupe
lica iste starosti, u toku jedne godine, |
cjelokupnog broja Ix lica koji saCinjavaju
grupu.
Konacho
gx = dx/Ix,
gdje je dx=I-l.,.



|lzravnavanje tablica smrtnosti je postupak prerade |
zamjene drugim vrijednostima onih vrijednosti koje u
nizu dovode do naglih promjena, kako bi niz dobio vecu
pravilnost.

To je posebno izrazeno kad se posmatra nedovoljno
veliki broj osoba, ali | usled drugih nedostataka metode |
materijala.

NajCesSce se koriste Tablice smrtnosti 17 engleskih
drustava, jugoslovenske iz 1952-54. i iz 1980-82 god.



Kamatna stopa

Pretpostavljamo da je konstantna | nesto niza od
aktuelne kamatne stopa na trzistu novca. Izbor stope je
vazan zbog kalkulativnih i finansijskih razloga. Ona je
kod nas obi¢no 5%, a na zapadu od 3-4%.

Osiguranje zivota je dugoroCan posao pa se sredstva
prikupljena na ime premija plasiraju na finansijskom
trziStu.Oznacimo sa Bn veliCinu fonda za osiguranje
neophodnu za isplate osiguranih suma u odredenom
trenutku, a sa A- iznos osiguravajuceg fonda na pocCetku
roka osiguranja (sadasnja vrijednost). Vazi:

A=Bn/(1+1)"n



Troskovi sprovodenja osiguranja

TroSkovi pribavljanja osiguranja (akvizicioni troskovi a),
koji postoje jednokratno i odmjeravaju se
proporcionalno osiguranoj sumi

Inkaso troskovi (B troskovi)- troSkovi naplate
osiguranja (u procentima bruto premije)

Tekuci upravni (administrativni) troskovi (y troskovi)-
obracunavaju se na sumu osiguranja i ukljucuju sve
unutrasnje administrativne troskove koji se

neposredno ne odnose na zakljuCivanje osiguranja.

Bruto premija = neto (tehnicka) pr. + troskovi



Neto premija kod osig. zivota

Vjerovatnoca zivota i smrti jednog lica

Komutativni brojevi (odreduju se pomoéu broja
zivih-Ix i umrlih lica- dx):
Dx, Nx, Sx, Cx, Mx, Rx

Osiguranje licne rente
Osiguranje kapitala
Osiguranje premijama
Primjeri




DEFINICIJA VJEROVATNOCE

Klasi¢na (Laplasova) definicija vjerovatnoc¢e dogadaja A:

M M — broj povoljnih ishoda
P(A)=—
N N — broj svih mogucih ishoda

Primjer: Kolika je vjerovatnoca da pri bacanju novcica padne grb?

Q={PG} 1

A={G) P=5



OSOBINE VJEROVATNOCE

TEOREMA.
. 0<p(A)<1

2. p(Q)=1, p(J)=0

3. Za AnB=g je p(AuB)=p(A)+p(B)
Za A, B, ..., C koj1 su medusobno disjunktni vazi
p(AUuBU...uC)=p(A)+ p(B)+..+ p(C)

4. Akoje AcQ tadaje p(A)<p(B)

5. P(A)=1-p(A)

6. P(AUB)=p(A)+p(B)-p(ANB)

7. p(AUB)<p(A)+p(B)

10



MATEMATICKO OCEKIVANJE

Neka je X diskretna slucajna veli¢ina sa konaCnim skupom realizacija 1
raspodjelom:
X'(Xl ) ORI an Zn: 1
‘ P =
Pi Py .- Py i=1

Matematicko ocekivanje (srednja vrijdnost) sluCajne veliCine je broj, koji
oznacavamo sa EX, definisan sa:

EX =X P +%P, +..t X0, = D %P

Disperzija (varijansa) slucajne veli¢ine X, u oznaci DX, se definiSe sa:

DX = E(X - EX)?

Kvadratni korijen 1z disperzije se zove standardna devijacija ili
standardno odstupanje, u oznaci o(X). 11
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BIOMETRIJSKE FUNKCIJE

Funkciju, koja starosnom dobu pridruzuje broj zivih lica tog starosnog
doba, oznatavamo sa 1 i zovemo FUNKCIJA DOZIVLJENJA.

w - oznaka za najdublju starost

Hl:Nm[o,w]—>Nm[o,1(x0)]H

1(x0)- broj ¢lanova polazne grupe
osoba starih xo godina

IA

1(0)

13



BIOMETRIJSKE FUNKCIJE

1x+1
px o IX
1 -1
:1_ — _X x+1
q, Py L
_ 1X+Il
npx lx
[ -1

vjerovatnoca da Ce lice staro x godina dozivjeti
narednu (x+1)-vu godinu

vjerovatnoca da lice staro x godina nece dozivjeti
narednu (x+1)-vu godinu

vjerovatnoca da Ce lice staro x godina dozivjeti x+n
godina

vjerovatnoca da lice staro x godina nece doZivjeti
x+n godina

14



OSIGURANJE LICNE RENTE
JEDNOKRATNOM PREMIJOM - MIZOM

Li¢na renta je 1znos koji osigurano lice prima li¢no, sve dok je u Zivotu.
Li¢na renta moze biti:
m neposredna (teCe odmah po osiguranju) 1li odlozZena;
m anticipativna (isplacuje se poCetkom perioda) ili dekurzivna
(krajem perioda)
m godisSnja renta (prima se jednom godiSnje ) 1l1 renta u ratama;
m konstantna ili promjenljiva rentu;
Prema trajanju renta moze biti:
m neposredna dozivotna li¢na renta,
m odloZena dozivotna li¢na renta,
m neposredna privremena li¢na renta 1

m odlozena privremena li¢na renta. 15



NEPOSREDNA DOZIVOTNA LICNA RENTA

Razmotrimo problem odredivanja mize anticipativne rente od 1 €, tj. sume
koju treba da uplati lice staro x godina osiguravaju¢em zavodu, da bi mu
zavod od dana osiguranja do smrti isplac¢ivao, poc¢etkom godine, rentu od 1€.

Oznacimo sa:
m a. — premiju;
m Xi- diskretnu slucajnu veli¢inu koja predstavlja vrijednost i-te
isplate (koja je diskontovana na dan osiguarnja), i=0,1,2,... ,w —Xx
(w-najdublja starost), za osobu staru x godina.

m ako je p kamatna stopa vazi q 1+

100

16



NEPOSREDNA DOZIVOTNA LICNA RENTA

Raspodjela slucajne velicine:

o L
X 3 G -1 =0,1,2,..., W — X
| Ix+i Ix+i
1_
L Ix IX J

Ocekivanja tih diskretnih sluc¢ajnih veli€ina su

EX. :O-(l—li+l)+ Ll b 1 i=0,1,2,...,w—x

a1 L d

Dijeljenjem brojioca i imenioca prethodne relacije sa ° dobijamo:
1

X+1
X+1

D . . 1 . et :
EX. = ql = DXH , gdje je D = q_ (diskontovani broj Zivih lica starih x god)
~ x 17




NEPOSREDNA DOZIVOTNA LICNA RENTA

Kako je a« jednako sumi o¢ekivanja slu¢ajnih velicina Xi, vazi:
a =EX,+EX, +EX, +... +EX

—X

1x 1x+1 1 1x+2 1 1w 1
=+
L, I, a I, q L, g™
_ N 1X+i 1
1=0 lx qi
DX Dx+1 Dx+2 W
=>4 + o+
D. D. D D

D +D_,+D_,+...+4D, N
D D

X X

gdieje: N =D +D_,+D ,+...+D_ zbir diskontovanih brojeva Zivih
lica starih x, x+1, ... godina. 1g



NEPOSREDNA DOZIVOTNA LICNA RENTA

Miza anticipativne rente od 1 € pri neposrednom dozivotnom osiguranju

li¢ne rente 1znosi:

NX
a, =

DX
M=R-a,
b — Nx+1
X DX

osiguranik mora uplatiti (odjednom) iznos ax
da bi mu osiguravac, godiSnje (pocetkom
godine), 1splacivao rentu od I €.

miza anticipativne rente od R €

miza dekurzivne rente od 1 €

veza izmedu dekurzivne 1 anticipativne rente od 1 €

19



ODLOZENA DOZIVOTNA LICNA RENTA

Ako isplate rente poCinju m godina poslije 1zvrSene uplate osiguranja (prvih m
godina isplate se ne vrSe), imamo da je miza anticipativne rente od 1 €:

La = %(z EX +EX_  +...+EX )
b = |\ miza dekurzivne rente od 1 €
m X D

Ova vrsta rente se koristi npr. kod osiguranja penzija.

Ukoliko osiguranik umre u toku prvih m godina 1li u toku isplacivanja,
miza ostaje u korist onth osiguranika koji dozive isplacivanje.

20



NEPOSREDNO PRIVREMENA LICNA RENTA

Ona se isplacuje najvise n godina od dana osiguranja (Sto zavisi od duzine
Zivota osiguranika).

Miza neposredne privremene n godina anticipativne li¢ne rente od 1 € je:

8, = EXo+EX 4. A EX =gl L b L
| L L g L q”
Q= Nx B |\Ix+n
, D,
Ocigledno vazi relacija:  a, =a — a,
b = Nt = Nosna miza dekurzivne rente

21



ODLOZENA PRIVREMENA LICNA RENTA

Ovo je model osiguranja licne rente kod kojeg je prva isplata poslije m
godina (ako je osiguranik ziv) a posljednja isplata (ako bude u Zivotu) kad
osiguranik bude imao x+m+n-1 godina.

Miza anticipativne odloZene privremene licne rente od 1 € u ovom slucaju je
jednaka:

m

a,, =EX_ +EX, +EX,,+...+EX
I 1 1 1 1

— _x+m | i Xx+m+1 . 4+ 4+ X+m+n-—1 .

m+n—1

lx qm lx qm+1 T lx q
_ Nx+m _NX-HTH'H
D

Vazirelacija: 3, ;=53 "y

N N

b — X+l o X+

m - Xx,n D

X

miza dekurzivne odloZene privremene rente od 122€



LICNA RENTA U RATAMA

Ako se radi o renti u ratama, tj. ako se 1splate vrSe u razmacima kra¢im od
jedne godine (k puta godiSnje), ubiraCemo rentu od 1/k € k puta godisSnje,
umjesto 1 € kao kod modela godiSnje rente.

Miza odloZene privremene anticipativne rente u ratama je:

I 1 1 1

_ _ 1 _

maﬁj’lzl’i*m- lfn+ XTE- kl ..+ XTE- k
X q X q k X q

1 1 [

L L L
a<k>:l+k,”§+k,“§+” Lk
w0 Lo N

qk X qk X q k X

23



LICNA RENTA U RATAMA

k-1
a¥ =a - ok (EX, —EX) anticipativna privremena neposredna renta u ratama
k-1 . .
b¥=b +——(EX,—EX ) dekurzivna privremena neposredna renta u ratama
aik) ~a - E anticipativna neposredna dozivotna renta u ratama
2k
k-1 . :
b =b + . dekurzivna neposredna dozivotna renta u ratama

24



LICNA RENTA U RATAMA

k—1

a= 3 — i (EX,,—EX . ) odloZena privremena anticipativna renta u ratama

m X,n " m X,n

bW~ b+ % (EX_—EX_. ) odlozena privremena deklurzivna renta u ratama

m >~ x,n—m " X,n m+n

k—1 L :
aP= a ———FEX_ anticipativna odloZzena doZivotna renta u ratama
2k
b= b+ k-1 EX dekurzivna odloZena doZivotna renta u ratama

25



OSIGURANJE KAPITALA

Ovo je vid osiguranja uplatom mize gdje se, za razliku od osiguranja li¢ne
rente, osigurana suma isplacuje korisniku polise jednom (ili najviSe dva
puta).

Osnovna podjela je na:
L osiguranje kapitala za sluc¢aj dozivljenja,
 osiguranje kapitala za sluc¢aj smrti

 mjeSovito osiguranje

26



OSIGURANJE KAPITALA ZA SLUCAJ DOZIVLJENJA

Osiguravac vrsi isplatu osigurane sume samo licima koja dozive
ugovoreni rok.

0 1 X. — diskretna slucajna veli¢ina (koja predstavlja
q" vrijednosti diskontovane isplate)
Ky i i | T C n- broj godina pocev od x-te poslije ¢ijeg isteka ce
11 se 1zvrSiti ugovorena isplata (ako osiguranik bude u
T Zivotu) t]. n je trajanje osiguranja.
1 1
B, =EX = =
q 1
B. — miza osiguranja kapitala za slucaj
D P : : :
B, =—= doZivljenja (x+n)-te godine ukoliko osiguramo
D, 1znos od 1 €

Ako umjesto 1 € osiguramo R € miza Ce biti jednaka RB. 27



DOZIVOTNO
OSIGURANJE KAPITALA ZA SLUCAJ SMRTI

Osiguravac 1splacuje (jednom) ugovorenu sumu nasljedniku
osiguranika, krajem godine u kojoj osiguranik umre.

1
X - J a q’ B & Raspodjela slu¢ajne veli¢ine X

Po principu ekvivalencije, miza A je u ovom slucaju jednaka ocekivanju
sluajne veliCine X, tj.:

AX =EX= W_ijl 1 . 1x+i - lx+i+1

i+1
i-=0 ( I,

28



DOZIVOTNO
OSIGURANJE KAPITALA ZA SLUCAJ SMRTI

Za komutacione brojeve dx, Cx 1 Mi vaze sledece relacije:

d =1 I
d,

x+1

g
M, =C +C_,+.+C,,

X+1

X+1°?

C, =

Slijedi da je miza doZivotnog osiguranja kapitala za slucaj smrti

1 w—x—1
A= 2C.

=0 x




ODLOZENO DOZIVOTNO
OSIGURANJE KAPITALA ZA SLUCAJ SMRTI

Osiguravac se obavezuje da ¢e ugovoreni kapital, oderdenom korisniku
(iz ugovora), isplatiti krajem godine u kojoj osiguranik umre, pod
uslovom da smrt nastupi poslije m godina od dana osiguranja.

I I i
m+1 m+2 W—X
| q q q
A T R Lo

X X+m X+m x+m+l

] ] ] ]

X X X X

X+m+1 X+m+2

Slijedi da je miza odlozenog doZivotnog osiguranja kapitala za slucaj smrti

A, =EX=lon
D

X

30



PRIVREMENO NEPOSREDNO
OSIGURANJE KAPITALA ZA SLUCAJ SMRTI

Osiguravac isplacuje osiguranu sumu nasljedniku samo ako osiguranik
umre u toku n godina od osiguranja.

Miza privremenog neposrednog osiguranja kapitala za slucaj smrti

_ Mx B Mx+n
X,Nn D

X

A

31



MJESOVITO OSIGURANJE KAPITALA

1. MJESOVITO OSIGURANJE KAPITALA SA JEDNOM ISPLATOM

- Oblik osiguranja kapitala pri kome se isplata vrsi ili osiguraniku, ako
ostane u zivotu, 1li nasljedniku, ako osiguranik umre u toku trajanja
osiguranja.

- Ako se lice osigura na ovaj na¢in ono placa dvije premije: premiju za
osiguranje kapitala za sluCaj dozivljenja 1 premiju za privremeno
neposredno osiguranje kapitala za slucaj smrti. Miza ovog vida
osiguranja je:

E:Bx_l_Ax,n _ Dx+n+|\|/|3x_Mx+m

X

32



MJESOVITO OSIGURANJE KAPITALA

2. MJESOVITO OSIGURANJE KAPITALA SA DVIJE ISPLATE

- MjeSovito osiguranje se moze ugovoriti 1 tako da budu predvidene dvije
isplate: jedne osiguraniku, ako dozivi x+n godina 1 druge nasljednicima
na kraju godine u kojoj umire.

- Ako osiguranik umre prije isteka n godina tada se isplacuje samo jedan
1znos (nasljedniku) inace se isplacuju dva iznosa (jedan osiguraniku,
jedan nasljedniku).

- Jednokratna premija je suma premija onih osiguranja iz kojih se sastoji:
osiguranja kapitala za slu€aj doZivljenja 1 dozivotnog osiguranja kapitala
za sluCaj smrti:

x+n+Mx
D

X

A =B, +A ="

Ova vrsta osiguranja sve vise preovladava u savremenom osiguranju zivot



OSIGURANJE PREMIJAMA

Kod ove vrste osiguranja osigurano lice ne uplacuje mizu (jednokratnu
premiju) ve¢ uplacuje odredene sume (premije P) viSe puta.

Premija moZe biti:

. dozivotna ili privremena

J godis$nja ili u ratama

Pretpostavimo da za odredeno osiguranje osiguranik treba da plati

jednokratnu premiju A, ali ne raspolaze tolikim novcem, pa ¢e umjesto
toga placati godisnje premije P.

Shvatimo godiSnje premije kao licnu rentu koju osigurano lice placa
osiguravacu.

Ako se godisnje premije pocinju placati od trenutka osiguranja do smrti,
tada one predstavljaju dozivotnu neposrednu licnu rentu. Sli¢no je 1 za
ostale vrste premija (odlozena, privremena). 34



OSIGURANJE PREMIJAMA

U slucaju da aticipativna renta ima vrijednost jedan njena miza bi bila a..
Kako renta ima vriednost jednaku visini premije P, njena miza je P-a_ .
Primjenjujuci princip ekvivalencije dobijamo jednakost:

P. a, = A A- visina jednokratne premije

P=— P- visina premije za jedinicu osigurane sume
a

X

Slicno, ako se premija P uplacuje neposredno privremeno:

“P-aX’n = A

a 35



OSIGURANJE ODLOZENE DOZIVOTNE
LICNE RENTE PREMIJAMA

godiSnja premija odloZene doZivotne
anticipativne liCne rente

D N
P=—s =_sn t<p
' NX _NXH Nx _Nx+t
Dx

Ako se prva renta primi krajem (x+1) -ve godine godiSnja premija je:

36



OSIGURANJE ODLOZENE PRIVREMENE
LICNE RENTE PREMIJAMA

Renta se prima po isteku n godina od dana osiguranja 1 traje m godina (m > n).

GodiSnja premija kod ove vrste osiguranja je:

N.. +N
P — X+n X+n+m, tgn

" NX _Nx+t

37



PREMIJA U RATAMA

Neka se premije plac¢aju k puta u toku godine dana, i neka je P - premija u ratama.

GodiSnja rata rente u ratama je k - pk

Npr. ako se premija placa n godina neposredno privremeno, tada vazi:

A=k- P(k) (k)

p® — A
odnosno k-a®

Ako je P — godisnja premija tada je:
3 polugodisnja premija P® = % -P-1,02=0,51-P

 kvartalna premija P ~ l P-1,03=0,2575-P
4
] mjesecCna premija

P“2>~112 P-1,04=0,087-P 38



OBRACUN BRUTO PREMIJE

Troskovi osiguravajuceg drustva obuhvataju:

1.akvizicione troskove — troskove pribavljanja
osiguranja

2.inkaso troskove — troskove naplate premije |

3. administrativne (upravne) troskove.

39



Visina jednokratne bruto premije za jedinicu osiguranog
kapitala iznosi

JB=IN+xXx, +y+2z-JB

odakle dobijamo da je

IN+X, +y

JB
| 4

40



Na osnovu principa ekvivalencije, suma
diskontovanih godisnjih iznosa d (na t=0, dan
zakljucenja ugovora), mora biti jednaka x, -visini
akvizicionih troskova, t].

d-a, =X ii d-a,, =X

u zavisnosti od toga da li godisnje premije placamo
dozivotno ili za n godina.

Dalje je d _ ﬁ d _ Xl
ax ax,n
d:Dx°X1 d = DX X,
N N —N 41



Za upravne troskove vy, slicno prethodnom, imamo da

je e njihov alikvotni dio:

D, - D,

e=—2 i e=—
N N Nx+n

za dozivotno ili privremeno placanje premija,

respektivno.
Sada je

PB=PN+d+e+z-PB odakleje PB=

PN+d+e

1-2z

(%)

Dakle, gornja relacija (*) predstavlja visinu
godisnje bruto premije potrebne da bi se osigurala
jedinica kapitala ili renta od | € godisnje. Iznosi d i

e odredeni su prethodnim relacijama.
42



Primjer 1.

Lice staro x godina je osiguralo kapital za slucaj
dozivljenja k godina (k>x) ), {j. sa trajanjem od k-x
godina.

Akvizicioni troskovi su x=20%., upravni y=45%o. od
osigurane sume, a inkaso troskovi su z=4% od
bruto premije. Odrediti, pa izraziti u promilima:

jednokratnu bruto premiju,

godisnju, za 20 godina, bruto premiju za ovu vrstu
osiguranja.

Rjesenje:

Dy 1 0.02 +0.045

a)JB =N +tXty D, 1.000 %o
| 1-0,04

43



b) PN +d+e

PB - 1.000%0
1-2

Ovdje je PN visina godisSnje neto premije za osiguranje
kapitala za slu¢aj dozivljenja, a premije se placaju
neposredno privremeno za 20 godina.

Primjer 2.

Lice staro 30 godina osiguralo je kapital za slucaj
dozivljenja 50-te godine i plac¢a bruto premiju od 500 €
za 20 godina. Akvizicioni troSkovi su jednokratno 2%,
upravni troskovi su godisnje 5%o. osigurane sume, a
inkaso troskovi su 2,5% od bruto premije. Koliki je
kapital”? Kolika je neto premija?
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RjeSenje:
Slicno kao u Primjeru 1 b) izracunamo PN,
0,02

d=D,, - e =0,005
N30 _Nso
pa iz (*) dobijamo PB - visinu bruto premije za jedinicu
osiguranog kapitala. 500

|z proporcije PB:1 =500:K dobijjamodaje K = o8

Neto premija y, koja odgovara bruto premiji od 500 €
se dobija iz razmjere: oN

y:500 = PN:PB  paje y =500 e

Racun, uz upotrebu tablica, samostalno.
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